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Examen national du baccalauréat
Session de rattrapage 2023
Mathématiques — 2BAC Sciences Expérimentales (option francaise)

Mathématiques — Filiére : Sciences Expérimentales (les deux parcours) — option frangaise Code
RS 22F — Durée : 3 h — Coeflicient : 7

Instructions générales

— L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée
— Le candidat peut traiter les exercices de I’épreuve suivant ’ordre qui lui convient
— L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter

Composantes du sujet

L’épreuve est composée de trois exercices et un probléme indépendants entre eux et répartis suivant les domaines
comme suit :

Domaine Bareme
Exercice 1 Suites numériques 3 points
Exercice 2 Géométrie dans ’espace 3 points
Exercice 3 Nombres complexes 3 points
Exercice 4 Calcul des probabilités 3 points
Probléeme | Etude des fonctions numériques et calcul intégral | 8 points

— On désigne par Z le conjugué du nombre complexe z et par |z| son module.
— Ln désigne la fonction logarithme népérien

Exercice 1 : Suites numériques (3 points)

On considere la suite numérique (u,) définie par :

Uy — 2

———  pour tout entier naturel n.
2Uup + 5

up =0 et upy1 =

1) (0,5 pt) Montrer que pour tout entier naturel n : u, > —1.

Correction

Pour n € N, on note P(n) : « u, > —1 ».

Initialisation. Pour n =0 : uy =0 > —1 : P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. On suppose u,, > —1 et on montre que w41 > —1.

Uy — 2 Up —242up +5  3(up +1)

+1= = °
2u, +5 2u, + 5 2u, +5

Par hypothese de récurrence, u,, > —1, donc u, +1 > 0 et 2u,, +5 > 3 > 0. Ainsi u,41 + 1 > 0, soit w1 > —1:
P(n + 1) est vraie.
Conclusion. D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N : u,, > —1.

Un+1 +1=

2) (0,5 pt) Montrer que la suite (u,) est décroissante, puis déduire que (uy) est convergente.

Correction

Soit n € N :
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2 U —2—up(2un +5)  un—2—2u2 —bu, —2ud —du,—2  —2u, +1)°
" 2u, +5 '

Unt1 — Un Up, = 9w, +5 = 2, + 5 - 2u, + 5 - 2u,+5

D’apreés 1), u,, > —1, donc (u, + 1)% > 0 et 2u, +5 > 0. Ainsi u,4+1 — u, < 0 : la suite (u,) est décroissante.
La suite (u,) est décroissante et minorée par —1 : elle est convergente.

3) On pose : v, = , pour tout entier naturel n.

1+ uy,
a) (0,5 pt) Montrer que (vy,) est une suite arithmétique de raison 2 puis déterminer son premier terme.

Correction

La suite (vy,) est bien définie d’apres 1). Soit n € N :

4) On pose wy, = 37" et S,, = wo + w1 + - - - + wy, pour tout n de N.

a) (0,5 pt) Montrer que (wy,) est une suite géométrique et déterminer sa raison et son premier terme.

Correction

Soit n € N. Comme vy, 11 = v, +2:

Wnyp1 = 37 Unt1 — 3= (Unt2) _ 3-vn—2 _ =2 3—un _ =2 Wy,

Donc (w,,) est une suite géométrique de raison ¢ = e~2 et de premier terme wy = €37V = 373 = 1.

b) (0,5 pt) Calculer la limite de la somme S,,.

Correction

Pour tout n € N : o
1— n—+1 1— 672 e 1— —2(n+1)
STL = wO q = ( ) = €

1—gq 1—e2 1—e2
Comme 0 < e 2<1,0na lirf e~2+D) = 0, done
n——+00
. 1 e?
nEIfooSn T l—e2  e2-1"

Exercice 2 : Géométrie dans ’espace (3 points)

- =

Dans ’espace rapporté a un repeére orthgormé direct (O;1, 7, E), on considere les points A(2,1,2), B(—2,0,5),
C(4,-5,7) et (1,—1,0). On pose @ = QA.

Soit (S) la sphere de centre €2 et de rayon R = 3.
1) a) (0,5 pt) Montrer que 1@ A 1@ = 134 et en déduire que les points A, B et C ne sont pas alignés.
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3 3 3 3 3 3 3(2un +5) 3 2up +5 3
’Un —’Un = —_ = —_ = —_ = —_ = —
1 14+ upr 1+u, 1_|_Un—2 14w, 2Un+d+u,—2 140y, 3(up+1) 14w, Up +1 |u, +1
. . ang . . 3
Donc (vy,) est une suite arithmétique de raison r = 2 et de premier terme vy = T30~ 3
b) (0,5 pt) Exprimer u, en fonction de n, pour tout n de N et déduire la limite de la suite (uy,).
Correction
Pour tout n € N : v, = vg +nr =3+ 2n.
3
Orv,=——,donc1l+u, =— et
1+ u, Up,
3 3—(3+2n) —2n
u = —_ = = .
" 3+2n 3+2n 3+2n
—2
Ainsi lim wu, = lim e
n—+oo n—+o0o 3 + on
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Correction

On a AB(—4, —1,3), AC(2,—6,5) et ﬂ(l, 2,2), donc @(1,2,2).
ABAAC = ‘é

Comme 1@ A ﬁ # 0, les points A, B et C ne sont pas alignés.

— —

it ‘4 &Fi k= (—5+18)i — (—20 — 6)j + (24 + 2)k = (13,26, 26) = 134.

51° 7|2 5|7

-4 -1
2 —6

b) (0,25 pt) Vérifier que = + 2y + z — 8 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC).

Correction

D’apres 1) 1@ A ﬁ (13,26,26), donc un vecteur normal au plan (ABC) est 7(1,2,2). En passant par A(2,1,2) :

Iz —2)+2(y—1)+2(2—2)=0 < z+2y+2:—-8=0.

On vérifie: A :24244—-8=0;B:-24+0+10—-8=0;C:4—10+14—-8=0.
Donc z + 2y + 2z — 8 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC). (L’énoncé officiel imprimé comporte une coquille
sur le coefficient de z, qui vaut 2 et non 1.)

c) (0,5 pt) Montrer que le plan (ABC) est tangent a la sphere (S) au point A.

Correction

aq, (apoy = IE2EDEQ =8 [0y

De plus ||(T4H =+14+4+4=3=R, donc A € (S). Ainsi le plan (ABC) est tangent & (S) au point A.

2) Soient (P) le plan d’équation cartésienne 3z + 4y + z + 1 = 0 et (A) la droite passant par le point A et
orthogonale au plan (P).

1 3
a) (0,5 pt) Montrer que la droite (A) coupe le plan (P) au point H(i’ -1, 5)

Correction

Un vecteur directeur de (A) est ©p(3,4,1). Une représentation paramétrique de (A) est :
r=2+3t, y=1+4t, z=2+4+t, teR.

Le point d’intersection avec (P) vérifie :
1
32+3) +4(1+46) + (2+6) +1=0 = 6+ 9 +4+16t+2+t+1=0 <= 13+260=0 <= t=—.

3 1 1 3 1 3
Donc x =2 — 5= 3 y=1-2=-1,2=2-— 3=35" le point d’intersection est H(g,—l, 5)

b) (0,5 pt) Déterminer les coordonnées du point D tel que H soit milieu du segment [AD].

Correction

53 0A+513

H milieu de [AD)] , donc

D=2H-A=(1,-2,3) — (2,1,2) = (-1,-3,1).

3) Soit (Q) le plan passant par le point D et de vecteur normal Sﬁ
a) (0,25 pt) Montrer que le plan (Q) est tangent a la sphere (S) en D.
| Correction |

OD = (-1-1,-3—(=1),1—0) = (—2,-2,1), donc |QD|| = vAF4+1=3=R: D € (S).

Le plan (Q) passe par D et a pour vecteur normal QD, donc il est orthogonal au rayon [QD] : il est tangent & (S) en D.

b) (0,5 pt) Montrer que les plans (Q) et (ABC') se coupent suivant la droite (BC).
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Correction

Une équation de (Q) : —2(x+1) —2(y+3)+1(»—1) =0 <= 22 —-2y+2—-9=0 < 22 +2y—2+9=0.

On vérifie que B et C appartiennent & (Q) : - B(—2,0,5) : 2(=2)+2(0)—-54+9=-4-54+9=0;- C(4,-5,7) :
2(4) +2(—5) —7+9=8—-10—7+9 =0.

Or B,C € (ABC) d’apres 1). Donc B et C appartiennent a (Q) N (ABC). Comme B # C, l'intersection des deux plans
(non paralléles) est une droite, qui est nécessairement (BC).

Exercice 3 : Nombres complexes (3 points)

3 3
1) On considere le nombre complexe a = - + 52
T .. T
a) (0,25 pt) Montrer que : a = /3 (cos 3 + isin 3).

Correction

la| = % + % = /3. De plus Re(a) > 0 et Im(a) > 0, et
3/2
tan(arg(a)) = \/§{/2 =3,

donc arg(a) = g Ainsi a = /3 (cosg + isin g)

b) (0,25 pt) Déduire que a?°*? est un nombre réel.

Correction

2022 2022
a?0?? = (\/3)2022 (cos 03 " 4 isin 03 W) = 3'9" (cos(6747) + isin(674m)).

Or 674 = 337 - 2w, donc cos(674m) = 1 et sin(6747) = 0. Ainsi a?°22 = 31011 ¢ R.

2) (0,5 pt) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O; i, ¥), on considére les points A et
B d’affixes respectives a et @. Déterminer une mesure de I'angle de la rotation R de centre O et qui transforme
Ben A.

| Correction |

La rotation de centre O qui envoie B sur A a pour angle 6 = arg (2) = arg(a) — arg(a) = g — (_f) = —.
a

3) On considére dans l’ensemble C, I’équation (E,) : 22 — /32 + a = 0 oul « est un nombre réel non nul. On
suppose que ’équation (F,) admet deux racines complexes conjuguées non réelles z et Z.

Soient les points M (z), N(Z) et P(v/3) du plan complexe. Sans résoudre I'équation (E,) :

3
a) (0,5 pt) Justifier que o > 1 et que a = 2Z.

Correction

Le discriminant est A = 3 — 4«. Les racines sont non réelles si et seulement si A < 0, soit o > —.

D’apres les relations entre coefficients et racines, le produit des racines est o, donc o = 2Z.

b) (0,5 pt) Montrer que |z| = |z — V/3|.

Correction

La somme des racines est z + %z = /3. Or
lz— V32 =(2—V3)Z—V3)=|2>—V3(2+2Z) +3=a—-3+3=a=22

Donc |z| = |z — V3.

c) (0,5 pt) En déduire que les points M et N appartiennent & la médiatrice (A) du segment [OP].
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| Correction |
|z| = |z — /3| signifie OM = PM : M est équidistant de O et de P, donc M appartient & la médiatrice (A) de [OP].
De méme |Z| = |Z — v/3| (car |Z] = || et le méme calcul), donc N € (A).

d) (0,5 pt) Déterminer la valeur de o pour laquelle |z — /3| = v/3 et déduire dans ce cas les points d’intersection
de la droite (A) et le cercle de centre P et de rayon /3.

Correction

D’aprés b), [z — V3| =V3 < [2|=V3 <= a=[2]?=3.

La médiatrice (A) de [OP] a pour équation z = ? Le cercle de centre P(1/3,0) et de rayon v/3 a pour équation
(z—\/§)2+y2 =3.

V3
E = —:
n xr 9
3 2 3\2 3 9 3
(i—\/g) +y? =3 = (—i) +y2=3 <= “+y¥=3 = y’=- = y=+_.
2 2 4 4 2
V3 3 V3 3
o o . (7 3 Vg 7).
es points d’intersection sont B 2) et ( 5 2
Exercice 4 : Calcul des probabilités (3 points)
Une urne contient quatre boules blanches et deux boules noires, indiscernables au toucher.
1) On tire au hasard et simultanément deux boules de 'urne.
a) (0,5 pt) Calculer la probabilité de I’événement A : « tirer au moins une boule noire ».
Correction
Le nombre de tirages possibles est <g) = 15.
24 .= . — 4 — 6 2
L’événement contraire A est « tirer deux boules blanches » : Card(A4) = 5) = 6, donc p(A) = 5%
2 3
Ainsip(A) =1— == —.
insi p(A) =5
s s . R 7
b) (0,5 pt) Soit I’événement B : « obtenir deux boules de méme couleur ». Montrer que p(B) = 5
| Correction
4 2 7
Card(B) = (2> + (2) =6+1=7, donc p(B) = i

c) (0,5 pt) On répete cette expérience cing fois en remettant dans I'urne les boules tirées, apres chaque tirage.
Quelle est la probabilité pour que ’événement B soit réalisé exactement trois fois ?

Correction

7
On a une épreuve de Bernoulli de parametre p = IR répétée 5 fois de fagon indépendante. Soit Y le nombre de

7
réalisations de B : Y ~ B(5, 1—5)

3 2 3 2
. 10-343-64 21952
p(Y:3)2<5)<7> (8) _ . 7282 _10-343.64 _ 219520

3/ \ 15 15 15° 759375 759375

2) Dans cette question, on tire des boules de I'urne, une apres l'autre et sans remise et on arréte le tirage lorsqu’on
obtient une boule blanche pour la premiere fois. Soit X la variable aléatoire qui est égale au nombre de tirages
effectués dans cette expérience.

a) (0,25 pt) Justifier que les valeurs prises par X sont : 1; 2; et 3.

| Correction |

Il y a 2 boules noires et 4 boules blanches. On s’arréte a la premiére boule blanche. Au pire, on tire les 2 noires puis une
blanche : X < 3. De plus X > 1. Donc X € {1,2,3}.
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4
b) (0,25 pt) Montrer que p(X =2) = (TR
Correction
(X = 2) signifie : premiére boule noire, puis deuxiéme boule blanche.
2 4 8 4
X:2 = — = = — = —,
PX=2)=55"30"15
c) (0,5 pt) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
Correction
4 2 4 2 1 4 2
X=1)=-=- X=2)= — X=3)=2.2.2=°2 -
2 4 1 10 4 1
Vérification : — + — + — = —+ — +— =1
ieation s gt 5 T T 15
d) (0,5 pt) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule noire ?
Correction
« Obtenir au moins une boule noire » est 'événement (X > 2) = (X =2) U (X = 3).
(X>2)=p(X=2)+p(X =3)= >+~ =1
P B AR 1515 3
2 . 2 1
(Equivalent : 1 —p(X =1)=1— S g)
Probléme (8 points)
On considere la fonction numérique f définie sur R par :
(z —1)%e*2—2) ;<2
flx) =
1+ (z—2)72n(z—-2) ;2>2
Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;4,7) (unité : 1cm).
1) (0,5 pt) Montrer que la fonction f est continue au point 2.
Correction
f(2) = (2—1)%" = 1. De plus
li = lim (1 -2)°In(z—2))=1+0=1
Jip, f@) = g, (14 @ -2 @ -2) =1+0=1,
car lim #*Int = 0. Or lim f(z) = f(2) = 1. Donc lim f(z) = f(2) : f est continue en 2.
t—0+ T2~ z—2
2) a) (0,25 pt) Vérifier que pour tout x < 2 et = # 0,
_ z(2—z) _
f(.%‘) f(2) _ xew(?—x) —z € 1 )
x—2 z(2 —x)
Correction
Soit z < 2,z #0.Ona f(2) =1et f(z) = (z—1)2*? 2 Or (z —1)2 =22 -2z +1 = z(x — 2) + 1, donc
fl@)—1=(z(x—2)+ 1)696(2_””) —1=z(z—2)e*® 4+ (e””(Q_I) -1).
Ainsi o
f(x) _ f(2) _ xez(Q—w) + € -1
x—2 3=
1 1 z
@) =— =— d
Yr—2 2 -z z(2—1z)’ one
ew(2—w) -1 ez(?—a:) -1
r—2 z(2 — )
D’ou le résultat.
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b) (0,5 pt) Montrer que f est dérivable a gauche en 2.

Correction

D’apres a), pour z < 2 et x # 0 :
f(.’E) — f(2) z(2—xz) ew(2fa:) -1

z—2 c * z(2—1z)

et —1

On pose t = (2 — ). Lorsque x — 27, ¢t — 0. Or %irr(l) =1, et (2 — x) — 0 avec le méme signe que 2 — x (car
—

x — 2> 0), donc
z(2—z) _
o =1
z—2- x(2—1x)
Ainsi )
im L8 =S@) 509129 9 0

T2 r— 2

Donc f est dérivable a gauche en 2 et f;(2) = 0.

¢) (0,75 pt) Montrer que f est dérivable en 2 et que f/(2) = 0 puis interpréter géométriquement le résultat.

Correction
Pour z > 2: )
— f(2 —2)°1 —2
@@ (== o
xr — 2 xr— 2 z—2+
car lim ¢tlnt = 0. Donc f}(2) =0.
t—0t

Comme f,(2) = f3(2) =0, f est dérivable en 2 et f'(2) = 0.
Géométriquement : la courbe (C') admet au point d’abscisse 2 une tangente horizontale (paralléle a axe des abscisses).

3) a) (0,25 pt) Vérifier que pour tout z < 2, f(z) = x(z — 2)e*>~2) 4 ¢#(2-2),
Correction

Pour # <2: (r —1)? = x(x — 2) + 1, donc

f(z)=(z— 1)26”2*””) = (w(m -2)+ 1)636(27@ =z(x — 2)6"“27@ + *(2),

b) (0,5 pt) Calculer Em f(z) et interpréter géométriquement le résultat.
x —0o0

Correction

Pour z < 2: f(z) = e*?~®) (z(z — 2) +1). Or (2 — z) = 22 — 22 ——— —oo, donc e*(?~2) — 0.

r—>—00

Plus précisément, f(z) = e2*=*" (32 — 2z + 1) et =% 22 — 0 (croissances comparées), donc lim f(x) = 0.
rT—>—0Q
Géométriquement : la droite y = 0 (axe des abscisses) est asymptote horizontale a (C) au voisinage de —oc.
flz) .

c) (0,75 pt) Calculer lim f(x)et lim “—— puis interpréter géométriquement le résultat.
r—+400 r—4oco I

Correction

Pour z > 2: f(z) =1+ (z — 2)%?In(z — 2) ——— +oo.

T—r 400
1 —2)2 1 4
M:7+uln(9372):7+(:cf4+f>ln(x72)o——++oo.
X x x x x r—+00

Géométriquement : (C) admet une branche parabolique de direction Paxe des ordonnées au voisinage de +o0.

4) a) (0,5 pt) Montrer que pour tout = < 2, f/(z) = 2z(z — 1)(2 — 2)e*?~%).

Correction

Soit z < 2. On pose u(x) = (z — 1)? et v(z) = =), Alors v/(z) = 2(z — 1) et
V' (z) = ¥ . (2 - 22) = 2(1 — z)e” ),

Fl(z) =vv+w' =20z —1)e®C® + (2 - 1)? - 2(1 — 2)e*®™ = 2(z — 1)e"C D [1 + (z - 1)(1 — z)].
Or (z —1)(1 —z) = —(x — 1)2, donc
I+z-1)(1-2)=1-(z-1°=(1-(2z-1)(1+(z—1) =(2— =)z
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Ainsi f'(z) = 2(z — 1)e**~) - 2(2 — 2) = 2x(z — 1)(2 — 2)e"*77).

b) (0,5 pt) Montrer que pour tout z > 2, f'(z) = (z — 2)(1 + 2In(z — 2)).

Correction

Pour z > 2 : f(z) =1+ (z — 2)?In(z — 2). En dérivant le produit w? Inw avec w =z — 2 :

f(x) =2(z —2)In(x — 2) + (z — 2)2- =2(z—-2)In(z—2)+ (z — 2) = (z — 2)(1 + 2In(z — 2)).

r—2

c) (0,5 pt) Résoudre dans l'intervalle |2, +o0], 'inéquation : 1 4 2In(z —2) < 0.

Correction

1 1
1+2In(z-2) <0 = (@ -2) < -7 r-2<el? = z<2+ -

N

1
Comme = > 2, I’ensemble des solutions est }2; 2+ —}

Ve

d) (0,75 pt) Etudier le signe de f’(x) sur R puis dresser le tableau de variations de f sur R.

Correction

Pour 2 < 2 : €*2=%) > 0 et 2 — 2 > 0, donc f'(x) a le signe de z(x — 1).

f(z) +lol—-]o|+

12+ ﬁ; +00[. De plus f/(2) = 0.
Ona f(0)=1, f(1) =0, f(2) =1, f(2+ ﬁ) ~08et lim f(z)=0, lim f(z)=-+oo.

r—r+00

x —00 0 1 2 B — +o00
f'(x) + 0| —10|+ |0 — 0 +
f 0 11N |0 AT\ | =08 | M| 4+

Pour > 2 : z —2 >0, donc f(x) a le signe de 1 + 2In(z — 2). D’apres ¢), f/(z) < 0 sur |2; 2+ %] et f'(x) > 0 sur

- -

1 1
5) (1 pt) Construire la courbe (C') dans le repére (O;4,7). (Ondonne : f(3) ~ 1;2+—=~2,6et f(2+—=) ~ 0,8.)

Ve

NG
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| Correction |
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Eléments de la construction : asymptote y = 0 en —oco; tangente horizontale en A(2,1); minimum local en z = 1
(f1)=0)etenx =2+ ﬁ ; maximum local en = 0 (f(0) = 1); branche parabolique verticale en +o00; f(3) = 1.

6) Soit A €]2,3].

a) (0,5 pt) En utilisant une intégration par parties, montrer que :

/\S(x 92 In(z — 2)dx = —é + %(A - 2)3@ “I(A—2)).

Correction

On pose w = = — 2. Alors

3 1
/ (x —2)%In(z — 2)dz = / w? Inw dw.
A A—2

a . . , 1 % w3
Intégration par parties : u =lnw, v’ = —, v  =w ,v:?.
w
3 3 1 3 1 3 3
/wzlnwdw:w—lnwf/w—-—dw:w—lnwff/wzdw:w—lnwfw—+c.
3 3 w 3 3 3 9

Donc

9 3

=51, =0-3) - (05200058 - . 058 i)

b) (0,5 pt) Déduire en fonction de A, l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites d’équations :

y=1l,xz=XAet x =3.

Correction

Pour z € [\, 3] C]2,+o0[, f(x) — 1= (x —2)?In(z — 2). Or sur |2,3], In(x — 2) <0, donc f(z) < 1. L’aire est

3 3
A(/\):/A (l—f(x))dm:—/A (x—2)21n(x—2)dx:é—é()\—2)3<%—ln()\—2)).

c) (0,25 pt) Calculer lim A(N).
A—27F

Correction

Posons t = A — 2 — 0T. Alors

1 1./1 1 8 1

AN) = - —=#*(z —Int) = = — = + =t3Int.
()93(3 n) g 9 tghm
1

Or lim t3Int =0, donc lim A()\) = .
t + 9

—0t A—2
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