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Corrigé détaillé de la série n°® 08
Fonctions exponentielles

2¢me Bac Sciences Expérimentales (PC — SVT) - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza
20262027
Remarque — méthodes utilisées
— et =eP = A=B, et <eP < A< B;changement d’inconnue X = e (avec X > 0).
— Croissances comparées : ;—Z — 400 en +00, " - 0en —o0; 617_1 — 1 en 0.

— Tous les résultats ont été contrdlés avec Python/sympy (build/verif_ch08.py).

Exercice 1

1.

— el =3 = 2% —1=In3 < z =

1—|—ln3. S:{l—i—ln?)}.

2 2
— T =2 e 24 —2=0 < (z—1)(#+2)=0.5={-2;1}.
— Onpose X =e*>0: X2-5X+6=(X-2)(X-3)=0 < X=20uX=3.9={In2;ln3}.

1
—ex2260:1>Zpourtoutréelx:S:Q.

— e > et e 222 —3>0 < (z+1)(z—3)>0.5 =] — oo; —1[U]3; +00].

— X =" X?—4X+3=(X-1)(X-3)<0 <= 1<X <3 < 0<z<In3. 5=[0;In3].

— €3 —5e¥ + 6e” = X(X —2)(X —3) avec X > 0 : elle est strictement positive si et seulement si X < 2 ou
X >3. 5 =] —o00;In2[U]In 3; +o0.

In3
— Domaine : € — 3¢ >0 <= ¥ >3 < 7z > n7:111\/3. Sur ce domaine : In (e” —3e™") < 0 «—
14++/13
e — 3¢ <1 < X2—- X —3< 0 (en multipliant par X > 0) <— X < % (car X > 0).
1++13
S=|lnv3;1n + .

2

Exercice 2

— " =2#0 < x#In2: Dy =R\ {In2}.
— e #£9 < 2r#In9 < z#m3: D =R\ {In3}.
—1-e*20 <<= <1 < —2<0 < >0:D;=][0;+00[.

x

—ex+1>0,donce

1 >0 < e">3 < x>1In3: Dy =]In3;+o0].

Exercice 3

4x+1
A= 6(273""3)_(2“5_1) = 64; B =e3% x e72v — e’ C = 7e2$i1 X oo =1; D = (2213 + 3) — 2=z +2x+3

(CaI‘ e2lnz — elnz — 1‘2).

Exercice 4

1.

xT

— ex—3m2:x2(62—3)—>+oo.
T
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X
OnposeX:—x—>+oo:e_z+x3:eX—X3:X3<§(3—1)—>—i—oo.
— et — 2 =2 (e — 1) = —o0.

e +3e—1 143 %—e 2 1
— = - —.
2e2T + 5 2 + be— 2 2
2.
2 1
o=t — 2, donc la limite vaut e2.
— T — —oo quand x — 17, donc la limite vaut 0.
x_
3z _ _x 31_1 T _ 1
76 76 :3><€ —e —3—-1=2.
X 3z T
Sinx 1 Sinx 1 3
S = xsmx—>1><1:1(avechsinw—)O).
T sin x T
3.
1 1 eX
—OnposeXz;—)%—oo:er:y%—i—oo.
1 1
BT T T L 0x0=0.
e’ T e’
— In(e¥®+e"+1)—2z=In(1+e%+e %) ->Inl=0.
o ex( /€2$+4_ex> _ 4e* _ 4 Y
Ve +4+er  1+4e 241
4.
e’ —cosx 1(675—1+ Xl—cosa:)_>1<1+0><1> 1
_ == x - — | ==
3x 3 x x2 3 2 3
2
1 1
T =z + — — —o00 en —o0, donc la limite vaut 0.
x x
e’ +x 1+ze™™®
— = — 1.

et —x2 1 —g2e 7

D'
1 . 1 _e —1
— OnposeX:5—>O+.m(ez—1)f % —1
Exercice 5
— Swr R : f/(z) = (=22 + 2)e @ t271
2 e 2z—1
— Sur | ) = 2 Vel &
ur [ 33 400+ £1@) = e V2z — 1
— Sur R : f(z) = 273 — 3(22 + 1)e 3" = (=62 — 1)e~32.
— Sur R : f(z) = cosz €% —sin? x ¢°5% = (cosz — sin? ) 7.
3631
— SwrR (247 >0): f/(z) = —.
ur R (2+¢e* >0): f/(z) 2+e3f/
1 -2 —2 241
— Sur | — oo; 1] et sur ]1; +oo] : (i j 1) = CEE donc f'(z) = mewi.
T (o 1 1) — % (% — 1 2¢%
—SurR:f’(w):e(e+) 62(6 ) _ © 5
(e*+1) (e*+1)
€T 2 €T
— f(z) = %, donc sur R : f(x) = ge%.
1 223 — 22 — 1
— Sur | — 00; 0] et sur ]0; +oo] : f/(x) = 2zer + (2 +1) (—3}2> er = Te%.

Exercice 6

1 x x
— F(z) = —56_2“”+3 +2e2 (car Ve® =e2).

1
— F(x) = 564”2_1 (forme fu'e" avec u = 2? — 1).
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— F(z)=—e*+2%+2.
— F(x) =2ve* + 3 (forme \%)
1 e’ 1
— = F(z) = =2 +1In(e” + 1).
1+€_m1 e$+1,d0nc () 5¢ +1In(e” +1)

T2

— F(x) In (e + 1) (forme % avec u > 0).

Exercice 7

1. En +o00 : € — 400 et 4e7* — 0, donc lim f(z) = +00. En —o0 : 4™ — 400, donc lim f(z) = +oo.
T—+00 T——00

e’ —4e™% e — 4 e’ —2)(e* +2 Lo
2. a. f'(z) = e T ( 6225_4 ) (en multipliant par e”).

2. b. f/(x) ale signe de e —2 : négatif sur | — oo; In 2|, positif sur | In 2; +o00[. Minimum : f(In2) = In(2+2) = In4.

x —00 In2 +00
f'(x) - 0 +
400 —+00
f(x) \ /
In4

3.a. f(z) —z=In(e® +4e7®) —Ine® = In (1 + 4e2%) P 0 : (A) est asymptote oblique en +o00. De plus
f(x) —x > 0: (Cy) est au-dessus de (A).
3. b. e +4e® =e"(e** +4), donc f(z) = —z +1n (e** +4).

e 1+ 4

4 T——00

3.c. f(x) = (—x+1n4)=1n
en —oo.
4. f(0) =1nb : (Cf) coupe 'axe des ordonnées au point (0;In5). Pour tout réel z, f(xz) > In4 > 0: (Cf) ne

coupe pas ’axe des abscisses.

5.

In1 =0 : la droite d’équation y = —x + In4 est asymptote oblique

N= —x +In4 (A)

6. a. D’apres le tableau de variations : si m < In4, (E) n’a pas de solution; si m = In4, une seule solution
(x =In2); si m > In4, deux solutions.
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6.b. f(z) =m = e*+4e T =" = X?—e"X +4=0avec X =¢® > 0. Discriminant : A = e>™ — 16,
positif ou nul si et seulement si ™ > 4, c’est-a-dire m > In 4.

— Sim<Ilnd: S=02.
— Sim=1In4:X=2,5={In2}.
— Sim > In4 : deux racines de produit 4 > 0 et de somme €™ > 0, donc toutes deux strictement positives :

g {1 e —+e?m — 16 I em+\/e2m—16}
= n . In .
2

2 I

Exercice 8

1. On consideére la fonction g définie sur R par g(z) = e* —x — 1. ¢’(x) = e® — 1 est négatif sur | — 0o; 0] et positif
sur [0; +o0[ : ¢ admet un minimum en 0, égal & g(0) = 0. Donc g(z) > 0, c’est-a-dire e* > = + 1 pour tout réel x.

a 5\2 a b atb . . . atb
2. (62 — e2> =e%—2e2e2 + e’ =e? 4+ e —2e 2 . Un carré étant positif, on obtient e® + e® > 2e 2 .

Exercice 9

1.
— (%)mEQ% < —rln3>-3In3 <= £ <3:5=]—00;3|.
— 27 <8 <= rIn2<3rln2 < 22xIn2>0 < = >0:5=]0;+o0.

— Avec X =22>0: X?-3X —4=(X-4)(X+1)<0 &= X <4 + 2<2:85=]-00;2].

2. f(z) = e(#*=2) 3 donc f/(z) = (22 — 1)In3 x 35"~ g(x) = e*"* donc ¢/(x) = (Inz + 1) z°.
3.

— 0< % < 1, donc lim (2>x:0.

T—+00 3
5T _ 3% 5\ % I\ *
7 . <4) - (4> — 400 — 0 = +o0.
T _q zlna_l T _ o T _ 1 2% _ 1
—Poura>0:a = ¢ xlna—>lna.Don03 :3 — —>ln3—ln2:ln§.
T zlna x T 2

x
In(1+ X)

— 2 : la limite vaut e2.
e A%

— (1—1— %)x — e2In(1+3) et, avec X = % —0,zln (1+ %) =2x

Exercice 10

1.

— (1—2z)ln2=2n3 <= Ih2=2z(In2+n3) <= z=—.

— 4P 3T =12 = AX 127 =12 <= 12 =3 +— T=175
n
— X =2": X2 -2X -8=(X-4)(X+2)=0 <= X =4 (car X >0) <= z=2.

— X=3":3X?-10X+3=038X-1)(X-3)=0+= X=1ouX=3 <= z=-louz=1
— Y =v2">0:Y2-5Y +4=(Y - 1)(Y -4)=0 <= 2=10u2"=16 — z=0o0uz =4.

2. Avec X =e">0et Y =lny (y>0):2X+Y =T7Tet X =3Y,dou7Y =7, Y =1, X = 3. Donc z = In3,
y=e:S={(n3;e)}.

3. A= e% = 6211171]22 = 62; B = 671?255 = 6721?1155 = 67% = i
NG
Exercice 11
. _4 : _ . _4 : —

1.En —oo: 7 +4et x+1— —oo, donc xggloof(x) = —o0. En 00 : 77 — 0, donc wgrfwf(x) = +o0.

4e” 1) —4et (e - 1)
2.8 fla)=1- ¢ (@D A (e Z 1)

(e +1) (e? +1) (e* +1)
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2. b. f'(x) > 0 et f’ ne s’annule qu’en 0 : f est strictement croissante sur R.

€T —00 0 +00
f'(x) + 0 +
“+00
f(.[) /
—00
e’ —1 2e"  4e¥ (e 1)

2.c. f(x)=2x , du signe de e — 1 : elle s’annule en 0 en changeant de signe.

X —
e?+1" (er4+1)2 (er41)°
Comme f(0) =1+ 2 =3, I(0;3) est un point d’inflexion (& tangente horizontale).

3. fz)—(z+1) =

— 0 : la droite d’équation y = = + 1 est asymptote oblique a (C) au voisinage de +oc.

e? +1
4 P P 0: (D) est tote & (C isinage d
. flx) = (x+5) = R — : (D) est asymptote & (Cy) au voisinage de —oo.
AnT
5. f(z) = (x+5) = — 1 < 0: (Cf) est strictement en dessous de (D) sur R.
e
6. f est continue et strictement croissante sur R, et f(R) =R : '’équation f(z) = 0 admet une unique solution c.
—4e® 4
De plus f(—5) = %—1—1 <0et f(—4) :—3+m >0 (care <) —5b<a< 4
— 4 — o — 4 PR o 4
7. fla) =0 < o1 =—(a+1) <= ¢ +1__a+1 (avec a+1 #0), dou e ——1—a+1.

8.

yE

® t ‘ .
el -3 —2,210
¢ 11

Exercice 12

1. lim e®* =0,donc lim f(x)=4:la droite d’équation y = 4 est asymptote horizontale en —oo.
T—r—00 T—r—00

2x
2. lirf f(x) =400 et f(@) S (1-— 2(3_75)2 — +00 : branche parabolique de direction I’axe des ordonnées.
T—+00 x x

3. a. f/(x) = 2¢e" (" — 2).
3. b. Du signe de ¥ — 2; minimum f(In2) = 0.
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€T —00 In2 +00

4 “+00

4. f"(z) = 2" (e® — 2) 4 2e>* = 4e” (e* — 1) s’annule en 0 en changeant de signe : le point (0;1) est un point
d’inflexion de (Cy).

5. a. g est continue et strictement croissante sur [In2;+oo[ : elle admet une réciproque définie sur J =
9([In 2; +o0[) = [0; +o0].

5.b.Pour z € Jet y € [n2;4+00] : g(y) =2 <= (V=2 =2 <= e —2 = /z (car ¥ —2 > 0)
<= y=In(2+ /). Donc g~ (x) = In (2 + /7).

6.

Exercice 13

Premiere partie.

€T T——00

1.b. (z—1)2 = 1,22 5 0T et e* 2 = 72 > 0, donc lin% f(x) = 400 : la droite d’équation =z = 0 est asymptote
T—

r—1\2
1. a. ( ) — lete* 2 —0,donc lim f(z)=1:asymptote horizontale y = 1 au voisinage de —oo.

verticale.

2. a. xll}riloof(:p) = +o00.

B

1 -1 2 x—2
b. @ =—+4 (m > ¢ — 400 : branche parabolique de direction ’axe des ordonnées.
x x x x

w

2
ca. f(x)=1+4 (1 — %) €2 donc

2 3

b 1\ 1 N?| el 2 —a 2, A1) (a® -z 42)e
fl(x)=4 2( ) ( )]e =4 e .

1- =) 5+ (1-=
r) x X x X

3. b. Discriminant 1 — 8 = —7 < 0 et coefficient de 22 positif : 22 —z +2 > 0.

-1
c. f'(x) ale signe de z 5— @ positif sur | — oo; 0[, négatif sur |0; 1], positif sur |1; +oof.
x

&
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3.d. f(1)=1.
r -0 0 1 +00
f(z) + - 0 +
+oo | +oo +0o0
() / \ /
1 1
4.
1, 1, w—1,
5. H’(x):—?e 2—1—;6 2 = o 2 = h(x)

Deuxiéme partie.

la. g(2)=4x1x1—4=0.

1. b. —(z —2)%2e® 2 + 22?2 — 22 = e*72 (22 — (v — 2)?) — 2% = e (42 — 4) — 2% = g(2).

1. c. Pour # <2 : 2 —2 <0, donc e*~2 < 1. Les deux termes de 1.b sont alors négatifs : g(z) < 0 sur [1;2] (et
méme g(x) < 0 sur [1;2], car e*~2 — 1 < 0).

2.a. 22(f(z)—z) =22 23 +4(x —1)?e* 2= (2 — 1) (4(z — 1)e* 2 — 2%) = (x — 1)g(x).

2. b.Sur [1;2] ;2 —1>0¢et g(zr) <0, donc f(z) —xz <O0.

3. a. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, 1 < u,, < 2.

— Initialisation : uop = 3 € [1;2].

— Hérédité : soit n € N tel que 1 < u,, < 2. f est croissante sur [1;2], donc f(1) < f(u,) < f(2), s0it 1 < upyq <2
(car f(1) =1et f(2)=1+4x1=2).

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, 1 < u,, < 2.

3. b. upt1 — up = fup) —up <0 (2.b) : (uy,) est décroissante ; minorée par 1, elle converge.

3. c. Sa limite ¢ € [1;2] vérifie f(¢) = ¢ (f continue et f([1;2]) C [1;2]), soit ({ —1)g({) =0:L=1,0u g(¥) =0

c’est-a-dire ¢ = 2 (1.c). Comme (u,) est décroissante, £ < ug = 3 <2, donc lim u, = 1.
n—-+00
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